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Resumen

En las dos sesiones programadas para este taller se abordara, por una parte,
algunas actividades relacionadas con generalizacién de patrones figurales
y/o numéricos, como recurso didactico orientado a ubicar en los referen-
tes tedricos elementos para el andlisis de las producciones matematicas
de nifios y jévenes en torno a actividades como las antes mencionadas;
por otra parte, actividades orientadas a posibilitar y potenciar conexiones
entre conceptos de la matematica escolar asociados a los pensamientos
numérico, métrico y variacional.

Palabras clave: Patrones, Generalizacién, pensamiento algebraico.

Abstract

In the two sessions scheduled for this workshop will address the one hand,
some activities related to generalization of figural patterns and / or nume-
ric, as a teaching resource designed to locate elements in the theoretical
framework for the analysis of mathematical productions of children and
youth around activities like those described above, on the other hand,
activities to facilitate and enhance connections between school mathema-
tics concepts associated with numerical thoughts, metric and variational.

Keywords: Patterns, Generalization, algebraic thinking.

Resumo

Nas duas sessdes agendadas para este workshop ird abordar um lado,
algumas atividades relacionadas a generalizacdo de padrdes figurativos
eou numéricas, como recurso didatico projetado para localizar os ele-
mentos no quadro tedrico para a analise das produ¢des matematicas de
criangas e jovens em torno de atividades como as descritas acima, por
outro lado, as atividades para facilitar e melhorar as conexdes entre os
conceitos do ensino de matematica associados pensamentos numéricas,
métricas e variacional.

Palavras-chave: padroes, a generalizagdo, o pensamento algébrico.
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Introduccion

Es usual escuchar a estudiantes (y profesores)
hablar sobre dificultades para aprender (y ensenar)
algebra, particularmente en grados 8° ¢ 9°; dificul-
tades asociadas al uso de “letras” y al significado
que tienen dichas “letras” en contextos matemati-
cos. De hecho muchos estudiantes, que en los siete
u ocho afios anteriores habian tenido un buen des-
empefo en matematicas, manifiestan su extrafieza
de tener que trabajar con letras en matematicas y
se escuchan expresiones como: “.. y por qué tengo
que trabajar con letras’, o, “;si ve?, ;de qué sirvid
todo lo anterior? ... jpara que ahora no entienda
nadal, o, incluso, “aparecieron las malditas letras”
En trabajos como el de Kieran (1989), se reconoce
precisamente que una dificultad asociada con el
proceso de aprendizaje del algebra escolar tiene
que ver, precisamente, con el cambio en las formas
de trabajar, pues los estudiantes deben enfrentarse
a un cambio de las convenciones respecto al tra-
bajo previo que venian realizando en aritmética.
Sobre este aspecto, esta autora plantea que existen
tres cambios significativos:

o la concatenacion de simbolos,
« uso de paréntesis y

 usos del signo igual;

Ademads de reconocer otras dificultades, como la
interpretacion de las “letras” y el reconocimiento y
uso de estructuras (superficial y sistémica).

Ideas iniciales sobre la iniciacion al algebra
escolar

En el contexto colombiano el Grupo PRETEXTO,
de la Facultad de Ciencias y Educacion de la
Universidad Distrital, realiz6 a mediados de los
aflos noventa una investigacion relacionada con
la Transicidn aritmética-algebra en la que, por un
lado, se evidencian varias de las dificultades repor-
tadas en el contexto internacional (ver, por ejem-
plo, Kieran, 1989) y, por otro, se reportan causas
de incomprension del concepto de variable, plan-
teando algunos requerimientos para la compren-
siéon de dicho concepto (Pretexto, 1996, 1999).

PROCESOS DE GENERALIZACION Y PENSAMIENTO ALGEBRAICO

Veamos, a modo de contextualizacion, algunos
ejemplos:

1. Concatenacion de simbolos. En el contexto
aritmético, concatenar dos simbolos, esto es,
poner uno junto a otro, significa una suma:
25=20+5 4§ 25= 2 decenas+ 5 unidades; 3% =
3+%. En el contexto algebraico, concatenar
dos simbolos significa multiplicar: 2a=2xa.
;Es descabellado pensar en que 2a =2+a 6 2a
=20+a?

2. Uso de paréntesis. ;A qué es igual 2+3x4?
Usualmente los estudiantes plantean,
al menos, dos respuestas diferentes: 20
y 14, obtenidas mediante los siguien-
tes procedimientos: (2+3)x4=5x4=20 vy
2+(3x4)=2+12=14. ;Cual de ellos es equivo-
cado?, ;por qué?

3. Uso del signo igual. ;3+4=5+2? Algunos
estudiantes responden que esa igualdad no
es valida, porque 3+4 no da 5 sino 7 ;Qué
explica esta respuesta?

Entre los aspectos reportados por el Grupo
Pretexto, esta el relacionado con la interpretacion
de las letras en contextos matematicos, y la com-
prension de la nocién de variacién y el concepto
de variable. Entre las caracteristicas asociadas con
la variable estan: (1) La variable pertenece siem-
pre aun universo, y desde él debe ser interpretada,
(2) El significado de variar que se le adjudica a la
variable, corresponde al hecho que ella es repre-
sentacion, indistinta y simultdnea de los distintos
individuos que conforman su universo, (3) aparece
siempre haciendo parte de una expresion, que da
cuenta de la relacién de dependencia que se desea
destacar entre los individuos de su universo y (4)
El universo al que pertenece la variable, sin ser
tiempo, esta implicitamente connotado de éste,
en otras palabras, el tiempo se imbrica al universo
de la variable, ajustandose a su cardinalidad y su
estructura.

En relacién con los aspectos anteriores, Pretexto
sefala la necesidad de reconocer qué universos
numéricos tienen como referencia los estudiantes
o en cuales tienen algiin dominio. Plantea que un
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requerimiento para la comprension del concepto
de variable es contar con universos densos, sin
embargo, a partir del trabajo que usualmente se les
propone a los estudiantes —en los 7 u 8 primeros
anos de escolaridad formal-, esto no se logra. A
pesar que los estudiantes tienen algunas experien-
cias con numeros enteros, con racionales y con
algunos irracionales, basicamente sélo logran un
dominio sobre los nimeros naturales.

A modo de ilustracion sobre los universos numé-
ricos a los cuales “acuden” los estudiantes, destaca-
mos el siguiente ejercicio propuesto por Pretexto
(1997, p. 56):

a. Escriba en el cuadro las medidas de la base
y la altura de cinco rectdngulos distintos, cuya area
sea 6 cm2

Rectangulo Medida de la base Medida de la altura

Fuente: Elaboracién propia

b. Escriba las medidas de la base y la altura de
tres rectangulos distintos, cuya drea sea 3v2 cm2

Rectangulo Medida de la base Medida de la altura

Fuente: Elaboracién propia

Para la primera parte del ejercicio anterior, los
estudiantes rdpidamente encuentran medidas,
en centimetros, para los dos (6 cuatro) primeros
rectangulos: 1 y 6 (6 6 y 1), 2y 3 (6 3y 2), pero
dudan y dificilmente encuentran medidas para los
demds, en tanto se mantienen en el universo de los
numeros naturales; incluso, algunos respondieron
5y 1, centrando su atencion en la obtencion del 6,
dejando a un lado el contexto de la situacion.

Por otra parte, los integrantes del Grupo Pretexto,
plantean algunas consideraciones practicas para el
trabajo en la transicién aritmética-dlgebra, enfa-
tizando en los procesos de generalizacién y de
simbolizacion.

Pensamiento algebraico y procesos de
ensefnanza

En los curriculos de muchos paises es explicito el
proposito de desarrollar, desde las matematicas
escolares, la capacidad de los nifios y jévenes para
razonar algebraicamente, lo cual es usual abordar
en los ultimos cursos de educacion bésica (secun-
daria, 14-15 afos), aunque no necesariamente con
éxito. En las ultimas dos décadas se ha desarrollado
un numero significativo de trabajos de investiga-
cién que dan cuenta de la posibilidad de abordar
este proposito desde edades tempranas; lo cual ha
hecho surgir nuevamente discusiones sobre la per-
tinencia de curricularizar los desarrollos teéricos
al respecto. Un nuimero significativo de investiga-
dores plantea que dicha curricularizacion no sélo
es posible sino necesaria (ver, por ejemplo, Kieran,
2006), y que a partir del contacto con experiencias
significativas, desde la formacién inicial en arit-
mética, es posible avanzar en la construccion de
esquemas asociados al pensamiento algebraico.
En esta direccion, parece necesaria una reflexion
explicita orientada a superar concepciones sobre
el dlgebra escolar, su ensefianza y su aprendizaje,
ampliamente asociadas de manera casi exclusiva
con el dominio de un conjunto de procedimientos
y técnicas para factorizar expresiones, simplificar-
las y resolver ecuaciones. Al respecto, Kaput (2000)
plantea que:

Se debe buscar que los docentes apren-
dan a construir oportunidades para el
aprendizaje del razonamiento algebraico
a partir de las restricciones que impone
su sistema educativo y las fuentes docu-
mentales de que dispone (textos, Internet,
curriculo, etc.). En particular se debe ayu-
dar al docente a que se centre en las for-
mas como los estudiantes pueden acceder
a la generalizacion de su propio pensa-
miento matemdtico, asi como a expresar y
justificar sus propias generalizaciones.
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Queremos resaltar que si bien, para muchos estu-
diantes y profesores, el trabajo algebraico esta aso-
ciado a la incorporacién de nuevos signos —letras-—,
esto se debe en parte a su desconocimiento sobre
elementos tedricos y metodoldgicos, asi como
también a la ausencia de experiencias -ya sean
de aprendizaje o de ensefianza-, que les permita
reconocer, especialmente a los profesores, que el
desarrollo del pensamiento algebraico puede tener
lugar mucho antes de la aparicion de dicho tipo de
signos. Azarquiel (1993), por ejemplo, reconoce la
necesidad de desarrollar procesos de pensamiento
que permita a los estudiantes la construccién de
un pensamiento algebraico, insistiendo en que la
construccion de tal pensamiento tiene lugar a lo
largo de un proceso paralelo y continuo dentro del
trabajo aritmético y geométrico que se inicia en
los primeros afos. En el mismo sentido, Butto y
Rojano (2000) plantean que los tiempos didacticos
para el aprendizaje del algebra son prolongados,
por lo que es conveniente iniciar en edades tem-
pranas, aprovechando las fuentes de significados
que estan presentes en los contenidos matematicos
de la educacién primaria. Por tanto, puede afir-
marse que existe un consenso en la comunidad de
investigadores en didactica del algebra respecto a
la necesidad de potenciar el desarrollo del pensa-
miento algebraico desde los primeros afios de edu-
cacion basica (primaria).

Para Godino & Font (2000, p.8) el razonamiento
algebraico,

Implica representar, generalizar y formali-
zar patrones y regularidades en cualquier
aspecto de las matemdticas. A medida que
se desarrolla este razonamiento, se va pro-
gresando en el uso del lenguaje y el simbo-
lismo necesario para apoyar y comunicar
[...], especialmente las ecuaciones, las
variables y las funciones [...]

En términos de este autor, algunas caracteristicas
del razonamiento algebraico que son sencillas de
adquirir por los nifios, y por tanto deben conocer
los maestros en formacion, son:

1. Los patrones o regularidades existen y apa-
recen de manera natural en las matematicas.

PROCESOS DE GENERALIZACION Y PENSAMIENTO ALGEBRAICO

Pueden ser reconocidos, ampliados, o
generalizados.

2. El mismo patrén se puede encontrar en
muchas formas diferentes. Los patrones se
encuentran en situaciones fisicas, geométri—
cas y numeéricas.

3. Podemos ser mas eficaces al expresar las
generalizaciones de patrones y relaciones
usando simbolos.

4. Las variables son simbolos que se ponen en
lugar de los nimeros o de un cierto rango de
numeros.

Las funciones son relaciones o reglas que asocian
los elementos de un conjunto con los de otro, de
manera que a cada elemento del primer conjunto le
corresponde uno y s6lo uno del segundo conjunto.
Se pueden expresar en contextos reales mediante
graficas, formulas, tablas o enunciados (Godino,
2000, p. 10).

El pensamiento algebraico, como forma particu-
lar de reflexionar matemdticamente, es caracteri-
zado por Radford (2006) mediante tres elementos
interrelacionados:

« Elsentido de indeterminancia (objetos basi-
cos como: incdgnitas, variables y parametro;
opuesto a la determinancia numérica)

o La analiticidad (como forma de trabajar los
objetos indeterminados; reconocimiento del
caracter operatorio de los objetos basicos).

o La designaciéon simbdlica de sus objetos
(manera especifica de nombrar o referir los
objetos)

Este autor reconoce que los objetos matematicos
son objetos «generales», y la actividad matema-
tica es esencialmente simbolica. Plantea, ademas,
la necesidad de reflexionar explicitamente sobre la
relacion entre el desarrollo del pensamiento alge-
braico y los procesos de generalizacion.
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Desde lo planteado anteriormente se genera, como
exigencia para el profesor, la necesidad de tomar
conciencia sobre requerimientos para posibilitar el
desarrollo del pensamiento algebraico, a través del
disefio e implementacion de actividades, en dife-
rentes contextos, para potenciar en los estudiantes
formas diferenciadas de pensamiento algebraico.

Procesos de generalizacion

Es importante destacar que la generalizacion, ade-
mas de ser un proceso, puede ser caracterizada por
los medios que los sujetos utilizan para “recono-
cer” dicha generalidad. En su actividad los sujetos
no solo requieren reconocer la generalidad sino
también contar con formas de expresarla, como
posibilidad de “actuar” u operar con ella. Esto plan-
tea la necesidad de incorporar en el trabajo de aula
actividades que potencien procesos de generaliza-
cion; por ejemplo, a partir del reconocimiento de
patrones en secuencias de figuras y en secuencias
numeéricas. Veamos una secuencia figural:
Figural  Figura?2 Figura 3 Figura 4

Radford (2006) reconoce tres tipos de generaliza-
cion, o estratos de generalidad, caracterizados por
los medios de expresion usados por los sujetos en
su actividad, incluyendo movimientos, gestos, len-
guaje natural:

1. Generalizacion Factual. Los medios de expre-
sién usados son los gestos, los movimientos, la
actividad perceptual y las palabras. Por ejem-
plo, un estudiante sefiala con su mirada, con su
indice, realiza un movimiento con el lapiz, dice
“aquf’, vuelve a sefalar y dice “mas 2”.

2. Generalizaciéon Contextual. Los gestos y las
palabras son sustituidos por otros medios de
expresion como frases “clave”. Por ejemplo, el
estudiante dice “arriba quito uno” ¢ “dos por la
figura menos uno”.

w

Generalizacion Simbdlica. Las frases “clave”
son representadas por simbolos. Por ejemplo,
mediante expresiones como: n+(n-1) 6 2n-1.

Entrando de manera directa particular, el trabajo
con tareas sobre generalizacion de patrones figura-
les parece ser una de las estrategias para introducir
el dlgebra en la escuela, pues entre otros aspectos,
posibilita a los estudiantes acercarse a situaciones
de variacion importantes para el desarrollo del
pensamiento algebraico. Esto sugiere poner aten-
cién en los procesos que dan lugar a la emergencia
del pensamiento algebraico en la escuela.

Los estudios llevados a cabo por Azarquiel (1993),
desde un punto de vista cognitivo, establecen que
el proceso de generalizaciéon requiere tres pasos
bien diferenciados, a saber:

- la vision de la regularidad, la diferencia, la relaciéon

- su exposicion verbal, y

- su expresion escrita, de la manera mas concisa

posible.
Enla perspectiva del “dlgebra temprana’, el recono-
cimiento delo general desempefia un papel esencial
como condicién previa de la expresion. Queremos
insistir en que estas formas de expresion son pro-
gresivas y evolucionan, desde movimientos, gestos,
palabras, frases hasta la incorporacion explicita de
simbolos “inventados” y/o convencionales para
“capturar” la generalidad y hacerla operativa.

Una mirada desde documentos curriculares

Queremos destacar algunos de los elementos
planteados en los estandares curriculares pro-
puestos por el Consejo Nacional de Profesores de
Matematicas de Norteamérica (NCTM) y los plan-
teados por el Ministerio de Educacion Nacional
(MEN) de Colombia; de manera particular, resaltar
qué posicion asumen respecto a la pregunta sobre
la posibilidad o la necesidad de trabajar algebra
en niveles tempranos, asi como opciones explicitas
para hacerlo.

Si bien, desde el NCTM (2000) no se plantea
explicitamente el trabajo en los primeros grados
de primaria de lo que algunos llaman “dlgebra
temprana’, si reconocen la importancia de traba-
jar desde estos cursos actividades orientadas a la
busqueda de patrones, asi como realizar experien-

cias significativas con nimeros y sus propiedades,
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como fundamento para un trabajo posterior, com-
prensivo, con simbolos y expresiones algebraicas.
Plantean que requiere prestar menos atencion a
la manipular simbolos, memorizar procedimien-
tos y hacer practica de repeticion sobre resolucién
de ecuaciones, asi como también el no enfatizar
la resolucion de problemas rutinarios de un solo
paso, o problemas prototipo cuyo razonamiento no
dependa claramente del estudiante. Asi, plantean
la necesidad de prestar mas atencidén a identificar
y usar relaciones funcionales, desarrollar y usar
tablas, graficas y reglas para describir situaciones,
realizar interpretaciones entre diferentes represen-
taciones (verbales, graficas, numéricas, tabulares,
figurales, simbolicas), ademas de proponer pro-
blemas abiertos y tareas ampliadas, en diferentes
contextos, que incorporen el uso de métodos infor-
males en la resolucién de problemas e investigar
y formular preguntas a partir de situaciones pro-
blema. Desde el NCTM se plantean expectativas
especificas, por grupos de grados, desde preescolar
hasta el Grado 12. Por ejemplo:

o PreKinder-Grado 2: Usar representaciones
concretas, pictoricas y verbales para desa-
rrollar una comprension de notaciones “sim-
bolicas”, inventadas y convencionales (p. 90).

o Grados 3-5: Describir, extender y hacer
generalizaciones acerca de patrones geomé-
tricos y numéricos; Representar y analizar
patrones y funciones usando palabras, tablas
y graficas

« Grados 6-8: Representar, analizar y generali-
zar una variedad de patrones con tablas, gra-
ficas, palabras y, cuando sea posible, reglas
simbolicas.

o Grados 9-12: Generalizar patrones usando
explicitamente funciones definidas y defini-
das recursivamente.

Desde los documentos curriculares de matema-
ticas (Lineamientos, 1998; Estandares Bdsicos,
2003), el Ministerio de Educacién Nacional de
Colombia propone nuevos elementos teéricos y
metodoldgicos con el propdsito de actualizar la
estructura curricular de la educacion matematica

PROCESOS DE GENERALIZACION Y PENSAMIENTO ALGEBRAICO

en nuestro pais. En particular, en los Lineamientos
Curriculares se identifican dos elementos
importantes:

o la introduccion de los diferentes tipos
de Pensamiento Matemadtico: Numérico,
Espacial, Métrico, Variacional y Aleatorio, y

« unllamado de atencién sobre la importancia
de implementar al interior del aula proce-
sos como la modelacién, comunicacioén, la
resolucion de problemas, el razonamiento y
la ejercitacién de procedimientos que per-
mitan el aprendizaje de las matematicas en
contextos significativos para los alumnos.

En las recomendaciones del documento de
Lineamientos se propone una restructuracion con-
ceptual y metodoldgica del algebra escolar, enfati-
zada desde el pensamiento variacional, que ponga
el acento en los procesos de generalizacién, la
comunicacion, la argumentacién y la modelacién
de situaciones de cambio, como ejes fundamenta-
les en la construccion del pensamiento algebraico.
Motivan el estudio de la variacion y el cambio, de
las regularidades y la deteccion de los criterios que
rigen esas regularidades o las reglas de formacién
para identificar el patrén que se repite periodica-
mente, como elementos asociados al pensamiento
algebraico. Plantean sugerencias explicitas sobre
actividades para desarrollar el pensamiento varia-
cional desde los primeros niveles de la Educacién
Basica Primaria:

Analizar de qué manera cambia, aumenta
o disminuye la forma o el valor en una
secuencia o sucesion de figuras, nimeros
o letras; hacer conjeturas sobre la forma
o el valor del siguiente término de la
secuencia; procurar expresar ese término,
o mejor los dos o tres términos siguientes,
oralmente o por escrito, o por medio de
dibujos y otras representaciones, e inten-
tar formular un procedimiento, algoritmo
o férmula que permita reproducir el
mismo patron, calcular los siguientes tér-
minos, confirmar o refutar las conjeturas
iniciales e intentar generalizarlas.
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Asi mismo, en el documento de Estandares se
reafirma esta nocién de pensamiento variacional
como eje fundamental para dar estructura y sen-
tido al aprendizaje del pensamiento algebraico en
la escuela, y se muestra como el desarrollo del pen-
samiento variacional se puede potenciar desde los
primeros afios de la educacion basica, centrado en
lo que podriamos llamar el estudio de las regula-
ridades y patrones. Podriamos afirmar, por ahora,
que el pensamiento variacional se entiende como
una forma especifica de pensar matematicamente,
orientada a la construccion de estructuras concep-
tuales que fundamentan el estudio de la variaciény
el cambio. Por su parte, el pensamiento algebraico
refiere al conjunto de procesos, procedimientos y
esquemas que dan forma y sentido al pensamiento
variacional.
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